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Streszczenie. Praca przedstawia sposob prostego uzyskiwania funkcji lepko-
sprezystosci  badanych kompozytéw, unikajac pracochlonnych obliczen
wynikajacych z wprowadzenia zmiennej czasu. Mozna tego dokonac,
zastgpujac funkcje czasowe w postaci splotu ich przeksztalceniami Laplace’a
iwybierajac najbardziej odpowiednia teori¢ wzmocnienia kompozytu.
W pracy przykladowo przyjeto prosta teori¢ wzmocnienia do mozliwej
zamiany. Dalszym etapem pracy jest dobor wiasciwej funkcji tworzacej
lepkosprezystosci, przyjetej w pracy jako funkcja wyktadnicza utamkowa.

1. WSTEP

Przy obecnym stanie rozwoju teorii wzmocnienia materialdw kompozytowych dobor
wlasciwych skladnikow 1 wybdr odpowiednich zwiazkéw opisujacych wlasciwosci
mechaniczne tych materialow wlasciwie nie stanowi problemu z wyjatkiem kilku
odosobnionych przypadkéw. Do nich nalezy przewidywanie zmienno$ci czasowej wiasnosci
mechanicznych, zazwyczaj wymagajace stosowania czasochfonnych technik numerycznych.
W wigkszo$ci przypadkow, w szczegolnosci w odniesieniu do laminatow 1 obciazen
statycznych, zalezno$ci czasowe wlasnosci mechanicznych sa pomijalne, jednak przy
obciazeniach dynamicznych wplyw lepkosprezystosci i zwigzanym z tym tlumieniem
w materiale nabiera istotnego znaczenia. To spowodowalo zajecie si¢ tematem
lepkosprezystosci  w  kompozytach polimerowych, gdzie istnieja duze mozliwosci
wprowadzenia uproszczen i przyspieszenia prac badawczych.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE

Znaczna liczba teorii wzmocnienia kompozytoéw widknistych, powstajaca od lat 40.
ubieglego wieku, jak tez dobrze rozbudowane teorie laminacji zapewniaja opis zjawisk
mechanicznych w kompozytach z dobra dokfadnos$cia, przy wilasciwym wyborze teorii,
zapewniajaca zazwyczaj kilkuprocentowy btad w stosunku do danych dos$wiadczalnych.
Podobnie opisy zjawisk lepkosprezystych, rozwijajace si¢ znacznie dluzej od teorii
kompozytow, prowadza do malo istotnych roéznic w badaniach doswiadczalnych. Aby
wykorzysta¢ w petni istniejace, a dotychczas nie w peti zbadane zaleznosci z obu dyscyplin,
nalezy przeprowadzi¢ odpowiednie badania teoretyczne. W szczego6lnosci z istotnych



202 A. P. WILCZYNSKI

czynnikéw jest tu wybor wilasciwej funkcji opisujacej zjawiska lepkosprezyste. Praca obecna
ma w pewien sposob zapehic te luke.

Oprocz zalozen istotnych w podstawach teoretycznych wymienionych teorii, ktére mozna
znalez¢ w literaturze $wiatowej, a ktorej czesciowy przeglad daja np. prace autora [1], [2],
nalezy jeszcze wprowadzi¢ dodatkowe, wynikajace z problemoéw modelowania fizycznego i
wynikow badan doswiadczalnych. Te zalozenia dodatkowe mozna przedstawi¢ nastepujaco:

e osnowy polimerowe w zakresie stosowanych obciazen przejawiaja wlasnosci liniowe,

e predkosci zjawisk zachodzacych w kompozytach sa znacznie mniejsze od wynikajacych
z opisdw wykladniczych,

e pojedynczy mechanizm zaleznosci czasowych nie zapewnia wystarczajacej doktadnosci,

e zmiany objetosciowe odksztalcenia mozna uwazac za czysto sprezyste,

e w zakresie przewidywanych czasow eksploatacji nieograniczone plynigcie lepkie jest
pomijalne.

W celu zapewnienia tych warunkéw nalezy w szczegdlnosci zwiazki konstytutywne
osnowy polimerowej zapisa¢ w formie

e:%{s(t)+a)js(9)®(t—9)d9}

0

Z%{Hwicp(t—f))dﬂ@s(t) (1)
£()=551(0)

gdzie e i s oraz f 1 t sa odpowiednio dewiatorami i aksiatorami tensorow odksztalcenia
inaprezenia, a G i B sa stalymi sprezysto$ci, natomiast (o oznacza stosunek odksztalcen

lepkosprezystych do catkowitych. Pierwszy ze zwiazkéw (1) przedstawia splot, podczas gdy
drugi, zgodnie z zalozeniami, jest wyrazeniem algebraicznym. Pozwala to na proste
wykorzystanie przeksztatcenia Laplace’a obu zwiazkoéw, otrzymujac w efekcie

¢(p)=—[1+0®(p)]5(p)
p 2G[ p)]s(p o

gdzie p oznacza parametr przeksztalcenia Laplace’a, oznaczonego przez nadkreslenie. W tej
sytuacji zalezno$ci czasowe znikaja, a wielko$ci e,s, f,f sa jedynie funkcjami parametru
przeksztalcenia, tworzac wyrazenia algebraiczne. Funkcja CD(t) znana jest jako funkcja

tworzaca zjawisko 1 jej dobdér posiada bardzo istotne znaczenie w badaniach
doswiadczalnych. Wykorzystujac (2), znajduje si¢ tatwo zalezno$ci odwrotne
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7(p)=35f(p)
Stosuje si¢ czasem zapis uproszczony, wykorzystujac pojecie funkcji generujacej przy
wymuszeniu kinematycznym ¥ (t), co prowadzi do uproszczenia zapisu

“|

(p)=2G[1-0¥(p)]e(p)
t(p)=3Bf(p) (4)

W:l—a)‘l’(p)

Na ogo6t zaleca si¢ uzywanie zwiazkow typu (2) lub (4), tworzac zwiazki konstytutywne
lepkosprezystosci, podczas gdy w teorii wzmocnienia kompozytow raczej stosuje si¢ tak
zwane stale inzynierskie £1 v . Wymaga to uzycia ogdlnego wyrazenia odksztalcenia

L+t (5)

i =
2G 3B

Wynikaja z tego wyrazenia

- 9BG = 3B-2G ©)
3B+G 2(3B+G)

przydatne do dalszego wykorzystania w opisie lepkosprezystosci kompozytow.

3. ANALIZA TEORII WZMOCNIENIA

Nauka zaczgla si¢ zajmowac teoria wzmocnienia kompozytow polimerowych juz w latach
40. zeszlego wieku i do chwili obecnej mozna wyliczy¢ powyzej stu takich teorii, opisujacych
wlasnosci kompozytow wioknistych z ré6znymi doktadno$ciami. Jedna z najscislejszych jest
opracowana przez autora [3]. Jej istotna wada, mimo dokladnosci, jest dos¢ skomplikowana
budowa. Do celow obecnej pracy rozwaza si¢ o wiele prostsza teori¢ [4], ktéra mimo swej
prostoty daje wyniki rézniace si¢ jedynie o kilka procent od wynikow doswiadczalnych.
Wynikajace z niej zwiazki maja postaé
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Ograniczenie si¢ do mniej Scistej teorii spowodowane jest chegcia uproszczenia zapisu
glownie w celu przedstawienia metody postgpowania, a nie mozliwie najscislejszych
wynikow, ktére i1 tak musialyby by¢ wyznaczone dla konkretnego przypadku na drodze
numerycznej. Niemniej jednak przedstawione ponizej wyniki powinny by¢ z doktadnos$cia do
kilku procent zgodne z odpowiednimi badaniami do§wiadczalnymi.

Wykorzystujac  dotychczasowe zwiazki mozna zapisa¢ transformaty Laplace’a
inzynierskich statych sprezystosci, do wykorzystania w teorii wzmocnienia, w postaci
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m

(®)

do wykorzystania w dalszej czgsci przy budowie zwiazkow konstytutywnych kompozytow.

4. PRZYKLADOWE ROZWIAZANIA TEORII WZMOCNIENIA POLIMEROWYCH
KOMPOZYTOW LEPKOSPREZYSTYCH

Najprosciej jest zapisa¢ poczatkowe przeksztalcenia Laplace’a poszczegdlnych statych
materiatowych wybranych prostych zalezno$ci teorii wzmocnienia danych wzorami (7).
Otrzymuje si¢ wowczas zaleznosci o dos¢ skomplikowanej budowie, ktore w celu uzyskania
bardziej przejrzystej postaci, mozna bedzie nieco uproscic.
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Zwiazki (9) mozna zapisa¢ w postaci prostszej, uzywajac oznaczen
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Bardziej przejrzysta forma zwiazkow (9), przy wykorzystaniu tych oznaczen, ma postacé

)

(10)
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Jak z powyzszego widaé, struktura transformat lepkosprezystych stalych materialowych
jest bardzo prosta, za algebraicznie skomplikowane mozna uwaza¢ jedynie stale, wystepujace
w wyrazeniach (10), upraszczajacych zapis teorii.

5. DOBOR FUNKCJI TWORZACEJ OSNOWY LEPKOSPREZYSTEGO KOMPOZYTU

Wiasciwy dobor funkcji tworzacej lepkosprezystosci dowolnego materialu, w tym osnowy
kompozytu, zalezy od wynikéw badan doswiadczalnych i polega na okresleniu funkcji
wykazujacej wymagane cechy stwierdzone w badaniach i umozliwiajacej przez okreslenie
tam wystgpujacych parametrow zapewnienie zalozonej doktadnosci. Metody postepowania sa
bardzo rozne i prowadza do celu z mniejszym lub wigkszym naktadem pracy. Zdaniem autora
najprostszym 1 najpredzej prowadzacym do celu wyborem jest przyjecie jako funkcji
tworzacej funkcji wykladniczej utamkowej, zwanej tez funkcja Mittag — Leflera [5].Potrzebne
dane do opisu tej funkcji najtatwiej znalez¢ w monografii autora [1], skad pochodza tez
wyniki koncowe obecnych rozwazan.

Dla przypomnienia warto zauwazy¢, ze zgodnie z (1) mozna przyjaé

e(t):%{l+a);[®(t—9)d9}®s(t)

to stosujac w miejsce © (t) warto$¢

142u" cosmv +u

(12)

Teau(tS) auV7ldu
0
(

Mozna tez zagadnienie przedstawi¢ prosciej, przy uzyciu przeksztalcenia Laplace’a,
piszac zgodnie z (2)

e(p) =51+ @0 (p)]7 ()
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gdzie dla wybranego przypadku otrzymuje si¢

= p
O(p)=—"~
“{a]

p
Ze wzgledu na do$¢ skomplikowane obliczenia, prowadzace do prostych wynikow,
potrzebnych do wykorzystania wybranej funkcji w praktyce, ponizej zestawiono potrzebne
wyrazenia opisujace zjawiska lepkosprezyste osnowy kompozytu, pobrane z tablicy 9.6,

wymienionej w monografii autora [1], gdzie tez w tablicy 14.4 podano wartosci numeryczne
badanej funkcji jak tez wynikajacej z tych rozwazan funkcji pelzania

(13)

go(t):e:(at):_:[ev (a(t—9))d9:i(—l)'"1r(at—)w (14)

(mv +1)

Tablica 1. Whasno$ci funkcji wyktadniczej utamkowe;j

Funkcja Symbol Wiasciwosci
Funkcja tworzaca D (1) (1) = we, (at)
petzania
Funkcja pelzania (1) o(t)=we, (at)
Funkcja tworzaca W (t 0]
relaksacji ) ¥(1)= 1+ o e, (P1)
Funkcja relaksacji v (t) 0

. w p io p

Modut zespolony G*(p) G (P): ——l+wFl (E]_“'COFZ (E]

* P . P
Podatnos¢ zespolona | " (p) J (p)=1+oF (_j —ioF, (_j

1+u’ cos 4d
Funkcja F] (u) K 2

v
1+ 2u cos7+uzv

W sin ™Y
Funkcja F, (u) F, 2

FZ(“):
14 2u" cos%+u2v

Parametr B B =(1+w)a’
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Jak wynika z powyzszej tablicy, funkcje petzania i relaksacji opisywane sa przez te same
funkcje, rozniac si¢ jedynie wewngtrznymi parametrami. To samo odnosi si¢ do zjawisk
o wymuszeniu dynamicznym (sitowym) i kinematycznym (przemieszczeniowym).

6. ZAKONCZENIE

Wybdr najprostszych i najbardziej zblizonych do doswiadczen funkcji tworzacych
lepkosprezystosci pozostaje wlasciwie catkowicie w gestii badacza i1 zalezy od szeregu
czynnikow, w tym by¢ moze przyzwyczajen. Przeglad kilku wybranych i wygodnych funkcji
tworzacych dany jest w monografii autora [1], facznie z procedurami ich uzyskiwania. Jak si¢
wydaje, oprécz wymienionego zbioru funkcji duza role odgrywaly prace rosyjskich badaczy.
Przeglad prac takich autorow jak Ju.N. Rabotnov, A.R. Rzanicyn czy M.A. Kottunov wniosty
wiele w teori¢ tej dziedziny i mimo uplywu lat wiele z ich osiagnie¢ pozostaje nadal
aktualnymi. Takze w dziedzinie kompozytéw polimerowych osiagnigcia uczonych rosyjskich
warte sa uznania i wykorzystania. Mozna wymieni¢ tu nazwiska I.I. Goldenblata, A.M.
Skudry czy K.A. Rocensa, ktorych prace czesto wyprzedzaly bardziej znanych europejskich
uczonych.
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A METHOD FOR DETERMINING VISCOELASTIC FUNCTIONS
FOR A UNIDIRECTIONAL, FIBROUS POLYMERIC COMPOSITE

Summary. The paper presents a simple method for obtaining viscoelastic
functions of polymeric unidirectional composites, omitting problems developing
from introduction of an additional time variable. This is done using Laplace’s
transforms of the function in question. Selection of an appropriate theory of
reinforcement, perhaps more sophisticated than the one used in the exemplary
calculation is of value, but more significant is the choice of the viscoelastic master
function. In the Author opinion probably the best choice is the fractional
exponential function, presenting simple Laplace’s transforms and their reversal,
as well as other, algebraically expressed viscoelastic relations. The function is
tabulated in [1].



